Correction du DM n°1

Exercice 1

1. (a) Soit n > 3 un entier. f, est dérivable sur ]0,+oo[ comme somme de fonctions dérivables sur ]0, +oo[. De plus,
x—n

pour tout z €]0, o0, f'(z) =1— n_
T x

De plus, on a
e lim f,(z) = 400 par somme
z—0
o fu(n)=n—nln(n) =n(l —Inn)

. fol2) = (1_ nlnz
+00.

nlnx
= 0 donc par opérations de limites lim f,(z) =
xT r—+00

. Par croissance comparée, lim
r—+00

On en déduit le tableau suivant :

x 0 n —+00
X + +
T —n - 0 +
T (x) — 0 +
“+00 +00
fn \ /
n(l —lnn)

(b) L’énoncé donne e < 3 donc pour n > 3 on a In(n) > In(e) = 1.
Ainsi, fp(n) = n(1 —Ilnn) < 0. Comme lim f,(z) = lim f,(x) = +oo0, on a 0 € [f,(n); lm f,(x)] et
) z—0 T—+00 z—0
0€ [fa(n); lim fu(z)]

De plus, f, est strictement décroissante sur ]0,n] et strictement croissante sur [n,4oo[ d’aprés la question
précédente.

Enfin, f est continue sur ]0, +-00[ comme somme de fonctions continues. D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires,
on en déduit que f,(xr) = 0 admet une unique solution sur ]0,n|[ et une unique solution sur |n,+oo[, donc
exactement deux solutions sur |0, 400l
2. Ona f,(1) =1—nln(l) =1, et f,(n) < 0 d’aprés la question précédente. On a donc f,,(1) > 0> f,(n), et comme wu,,
est 'unique solution de f,,(x) = 0 comprise entre 0 et n on a donc 1 < u, < n.
3. Soit n > 3. On a fri1(uy) =uy — (n+ 1) 1In(uy,) = v, —nln(uy,) —In(u,) = — In(u,)
T
Or 1 < wu, donc In(uy,) > 0. Ainsi, f,41(u,) <O0.
4. Soit n > 3. On a fu41(un) < 0 < fuyi1(ups1) d’aprés la question précédente, avec u, € [1,n] C [1,n + 1] et
Unt1 € [I,n+1]. Or f,41 est décroissante sur [1,n + 1] d’apres la question 1.a donc up, > 1.

On en déduit que (u,) est décroissante.
5. (uy) est décroissante d’aprés la question 4 et minorée par 1 d’apres la question 2. On en déduit que w,, converge vers
un réel /.

Comme Vn > 3, u, > 1 on a £ > 1 par passage a la limite.
6. On raisonne par ’absurde et on suppose que £ > 1.

Alors, pour tout n € N, u,, > ¢ > 1.
Or u, vérifie u, = nln(u,). On en déduit que u,, > nlIn(¥¢)

OrIn(¢) > 0car ¢ > 1donc lim nln(¢) = +oo. Par comparaison, on en conclut que lim wu, = 400, ce qui contredit
n—+oo n—+o00

le résultat de la question 3.



On en conclut que ¢ = 1.

Exercice 2

1. Soit n € N*. Pour tout k € [1,n], k < n donc vk < /n donc T > —.
n

n

1 1 1
On en déduit que — > — =nX — =+/n.
LT
Comme lim +/n =400 on en déduit par comparaison que lim S, = +o0.
n——+4oo n—-+oo
2. Pour tout a,b >0 on a:

(Va—VB)(Va+vh) =va' Vb =a—b

d’ou
a—2b

Va-vb=—

car v/a+ Vb > 0.

3. Pour tout n € N*,

Upt1 — Up =2V +1—=2vn— 5,11+ S,

1
=2vn+1-2yn—
\/> vn+1
_ n+1l—n .
vn+1+ ——
\f vVn+1
2 1

T Vntltvn Vil

C2Vntl-Vnt+l-yn
 Vn+l(Wn+1l+vn

_ Vatli-yam
N e (e W

>0

donc (uy,) est croissante.

Pour tout n € N*|

Vntl —Un =2VN+2—-2vVn+1- 5,1+ 5,
_ont2—(n+1) 1
Vn+2++yvn+1 Vn+1
B 2 1
Vn+2+vn+1 Vn+1

B 2vn+1—vn+2—-+vn+1
Vi 1(Wnt2+n+1)

- vn+1l—+yn+2
Vit 2(VnF2+vn+1)

<0

donc (vy,) est décroissante.



4. Pour tout n € N, v, —u, =2(vn+1—+/n) >0 car n+1 > n, donc v, > uy,

. Comme (u,,) est croissante on a : Vn € N,u, > uy.
Comme (v,,) est décroissante on a : Vn € N v,, < vg.

On en déduit que pour tout n € N :
Uy < Up < Up < Vo

donc (uy,) est majorée par vg et (v,) est minorée par ug. D’apres le théoréme de la limite monotone on en déduit que
(un) et (v,) convergent.

n+1l—n 2
. pour tout n € N*, v, —u, =2v/n+1-85, —2y/n+ S5, =2 = donc lim (v, —u,)=0.
P v Vntl+vn Vat+l+n e )

Sionnote lim wu,=~fet lim wv, ={, on en déduit que ¢ — ¢ = 0 par somme de limites donc que £ = ¢'.

n—-+o0o n—-+oo
S 2 U 2 u
. Pour tout n € N*, S,, = 2y/n — u,, donc —* i——”:———n.
n

n n  Jn o n

U 2
Or, lim wu,=/fdonc lim —* =0et lim —— =0 donc par somme lim — =0.
n—-+o0o n—+oo nN n—-+o0o \/ﬁ n—+oo N
S, 2yn  wu U
De méme, — = vn 2 =2— —Z donc lim —= =2 par opérations.

ﬁ_ﬁ_ﬁ \/ﬁ n%oof :

. On remarque que Sy, — Sy, = S, f — ket \f = \f =Y T posant k' =k — n.
1 SQn Sn \/iSQT‘L Sn
On a donc Son — Sp —_— - — - —.
T e = S = R R =
Sh S,
Or d’apres la question précédente, lim —— =2 donc lim n = =2, donc
n—-+oo n n——+oo ’/27’1
I« 1

72\@—2—2(\@—1)



